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Çéãçõ ãüÇÄ Ç ëãéàëíõï Äçàáéíêéèçõï ëêÖÑÄï

 

ÑÎfl ÓÔËÒ‡ÌËfl ‚ÓÎÌ ãfl‚‡ ‚ ÒÎÓËÒÚ˚ı ‡ÌËÁÓÚÓÔÌ˚ı (ÏÓÌÓÍÎËÌÌ˚ı) ÒÂ‰‡ı
ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰ ÔÂÂ‰‡ÚÓ˜Ì˚ı Ï‡ÚËˆ. Ç Á‡ÏÍÌÛÚÓÏ
‚Ë‰Â ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ‰ËÒÔÂÒËÓÌÌ˚Â ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ‰Îfl ÒÂ‰, ÒÓÒÚÓfl˘Ëı ËÁ Ó‰ÌÓ„Ó Ë
‰‚Ûı ‡ÌËÁÓÚÓÔÌ˚ı ÛÔÛ„Ëı ÒÎÓÂ‚, ÍÓÌÚ‡ÍÚËÛ˛˘Ëı Ò ‡ÌËÁÓÚÓÔÌ˚Ï ÔÓÎÛ-
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ. ÄÌ‡ÎËÁËÛ˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ‚ÓÎÌ ãfl‚‡. àÒÒÎÂ‰Û-
˛ÚÒfl ‚ÓÎÌ˚ Ò „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÈ ÔÓÎflËÁ‡ˆËÂÈ ÌÂÍ‡ÌÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó
ÚËÔ‡.

 

1. Ç‚Â‰ÂÌËÂ.

 

 

 

ÇÓÎÌ˚ ãfl‚‡ ‚ ËÁÓÚÓÔÌÓÏ ÒÎÓÂ, ÍÓÌÚ‡ÍÚËÛ˛˘ÂÏ Ò ËÁÓÚÓÔÌ˚Ï ÔÓ-
ÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

 

 ç‡fl‰Û Ò ‚ÓÎÌ‡ÏË êÂÎÂfl, ‚ÓÎÌ˚ ãfl‚‡ [1] Ë„‡˛Ú ‚‡ÊÌÛ˛ ÓÎ¸ ‚ ÔÂ-
Â‰‡˜Â ÒÂÈÒÏË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÂ„ËË Ë ‚ÂÒ¸Ï‡ ˜‡ÒÚÓ Â„ËÒÚËÛ˛ÚÒfl ÔË ÒÂÈÒÏË˜ÂÒÍÓÈ ‡ÍÚË‚-
ÌÓÒÚË Ë ‚Á˚‚‡ı. èÓÎÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ‚ÓÎÌÂ ãfl‚‡, ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ‚ ‚Ë‰Â

(1.1)

„‰Â 

 

u

 

1

 

 – ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ‚ ÒÎÓÂ, 

 

u

 

2

 

 – ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ‚ ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, 

 

m

 

 – Â‰ËÌË˜Ì‡fl ‡ÏÔ-
ÎËÚÛ‰‡ (‚ÂÍÚÓ ÔÓÎflËÁ‡ˆËË). èÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ‚ÂÍÚÓ 

 

m

 

 ÓÚÓ„ÓÌ‡ÎÂÌ Í Ò‡„ËÚÚ‡Î¸-
ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË (ÓÌ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÓÏ 

 

n

 

, Á‡‰‡˛˘ËÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËÂ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl
‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡, Ë Â‰ËÌË˜Ì˚Ï ‚ÂÍÚÓÓÏ 

 

n

 

, ÌÓÏ‡Î¸Ì˚Ï Í Ò‚Ó·Ó‰ÌÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË);

 

x

 

' 

 

≡

 

 

 

n

 

 

 

· 

 

x

 

 – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ‚‰ÓÎ¸ ‚ÂÍÚÓ‡ 

 

n

 

, ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ Ò˜ËÚ‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ 

 

x

 

' ÔËÌËÏ‡ÂÚ ÓÚË-
ˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‚ ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, 

 

r

 

 – ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ, 

 

c

 

 – Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸, 

 

t

 

 –
‚ÂÏfl; ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â (ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Â) ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ 

 

C

 

k

 

 ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó
ÏÌÓÊËÚÂÎfl ËÁ „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ Ì‡ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÔÎÓÒÍÓÈ „‡ÌËˆÂ

(1.2)

Ë ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á‰ÂÎ‡

(1.3)

è‡‡ÏÂÚ˚ 

 

γ

 

1

 

, 

 

γ

 

2

 

 ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Ï ÍÓÌflÏ Û‡‚ÌÂÌËfl äËÒÚÓÙÙÂÎfl (ÓÌÓ
·Û‰ÂÚ ‚‚Â‰ÂÌÓ ÔÓÁÊÂ), 

 

C

 

1

 

, 

 

C

 

2

 

 – ˜ÂÚ˚Âı‚‡ÎÂÌÚÌ˚Â ÚÂÌÁÓ˚ ÛÔÛ„ÓÒÚË ÒÎÓfl Ë ÔÓÎÛÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, 2

 

h

 

 – ÚÓÎ˘ËÌ‡ ÒÎÓfl. 

 

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ

 

 1.1. Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂÏ (1.1) Á‡ÚÛı‡ÌËÂ ÔÓ „ÎÛ·ËÌÂ ‚ ÔÓÎÛ-
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚÒfl Ô‡‡ÏÂÚÓÏ äËÒÚÓÙÙÂÎfl 

 

γ

 

2

 

 Ò ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÏÌËÏÓÈ ˜‡-
ÒÚ¸˛. 

ëÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ Ù‡ÍÚË˜ÂÒÍË ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ãfl‚Û.

 

èÂ‰ÎÓÊÂÌËÂ

 

 1.1.Ä. èÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚Â ‚ÓÎÌ˚ Ò ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÈ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓÎflËÁ‡ˆË-
ÂÈ ÏÓ„ÛÚ ‚ÓÁÌËÍ‡Ú¸ ‚ ËÁÓÚÓÔÌÓÏ ÒÎÓÂ Ë ÍÓÌÚ‡ÍÚËÛ˛˘ËÏ Ò ÌËÏ ËÁÓÚÓÔÌÓÏ ÔÓÎÛÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚Â ‚ ÚÓÏ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ ÛÒÎÓ‚Ë˛

(1.4)

„‰Â  – ÒÍÓÓÒÚË ÔÓÔÂÂ˜Ì˚ı Ó·˙ÂÏÌ˚ı ‚ÓÎÌ ÒÎÓÂ (

 

k

 

 = 1) Ë ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (

 

k

 

 = 2),

 

µ

 

k

 

 – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â ã‡ÏÂ, 

 

ρ

 

k

 

 – ÔÎÓÚÌÓÒÚË.

u1 x( ) m C1e
irγ1 x'–

C2e
irγ2 x'

+( )eir n x⋅ ct–( ), u2 x( ) m C3e
irγ2 x'

( )eir n x⋅ ct–( )= =

x' 2h: tn n C1 ·· ∇ xu1⋅≡ 0= =

x' 0: n= C1 ·· ∇ xu1⋅ n C2 ·· ∇ xu2, u1⋅ u2= =

c1
T c c2

T ; ck
T< < µk/ρk, k 1 2,= =

ck
T
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Å. ÑËÒÔÂÒËÓÌÌÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ 

 

c

 

 Ë ˜‡ÒÚÓÚÓÈ 

 

ω

 

 ÏÓÊÂÚ
·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ‚ ‚Ë‰Â

(1.5)

 

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ

 

 1.1.

 

A

 

. èË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ˜‡ÒÚÓÚÂ 

 

ω

 

 ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚ÓÎÌ ãfl-

‚‡, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËıÒfl Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË Ù‡ÁÓ‚˚ÏË ÒÍÓÓÒÚflÏË 

 

c

 

 

 

∈

 

 ( , ).

Å. èË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË 

 

c

 

 

 

∈

 

 ( , ) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ

‚ÓÎÌ ãfl‚‡ Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ˜‡ÒÚÓÚ‡ÏË 

 

ω

 

.

 

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ

 

 1.2. çÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‚ÓÎÌ ãfl‚‡, ÂÒÎË  > .

 

ÇÓÎÌ˚ ãfl‚‡ ‚ ‡ÌËÁÓÚÓÔÌÓÏ ÒÎÓÂ, ÍÓÌÚ‡ÍÚËÛ˛˘ÂÏ Ò ‡ÌËÁÓÚÓÔÌ˚Ï ÔÓÎÛÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚ÓÏ.

 

 Å˚ÎÓ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ [2], ˜ÚÓ ‚ÓÎÌ˚ ãfl‚‡ ÏÓ„ÛÚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÚ¸Òfl Í‡Í ‚ ËÁÓÚÓÔ-
ÌÓÈ ÒÂ‰Â, Ú‡Í Ë ‚ ÒËÒÚÂÏÂ, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ ‡ÌËÁÓÚÓÔÌÓ„Ó ÒÎÓfl Ë ÍÓÌÚ‡ÍÚËÛ˛˘Â„Ó Ò ÌËÏ
‡ÌËÁÓÚÓÔÌÓ„Ó ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡, ÔË ˝ÚÓÏ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÎÓÒ¸, ˜ÚÓ ÒÎÓÈ Ë ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚Ó ËÏÂ˛Ú ÓÒ¸ ÛÔÛ„ÓÈ ÒËÏÏÂÚËË ˜ÂÚ‚ÂÚÓ„Ó ËÎË ¯ÂÒÚÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡, ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÛ˛
‚‰ÓÎ¸ ‚ÂÍÚÓ‡ ÔÓÎflËÁ‡ˆËË 

 

m

 

. ÑÎfl Ú‡ÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÛÒÎÓ‚Ëfl ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl Ë ‰ËÒÔÂÒË-
ÓÌÌ˚Â ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ ËÁÓÚÓÔÌÓÏÛ ÒÎÛ˜‡˛. ç‡ ÓÒÌÓ‚Â ‡Á‚ËÚÓ„Ó ÔÓ‰ıÓ‰‡ [2]
·˚ÎË ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ [3] ‰ËÒÔÂÒËÓÌÌ˚Â ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ‰Îfl Ú‡ÌÒ‚ÂÒ‡Î¸ÌÓ ËÁÓÚÓÔÌÓ„Ó ÒÎÓfl
Ë ÍÓÌÚ‡ÍÚËÛ˛˘Â„Ó Ò ÌËÏ Ú‡ÌÒ‚ÂÒ‡Î¸ÌÓ ËÁÓÚÓÔÌÓ„Ó ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡.

 

ÇÓÎÌ˚ ãfl‚‡ ‚ ÏÌÓ„ÓÒÎÓÈÌ˚ı ÒÂ‰‡ı.

 

 ÑÎfl ÒÎÓËÒÚ˚ı ÒÂ‰, ÒÓÒÚÓfl˘Ëı ËÁ ‰‚Ûı Ë ·ÓÎ¸¯Â-
„Ó ˜ËÒÎ‡ ÒÎÓÂ‚, ÍÓÌÚ‡ÍÚËÛ˛˘Ëı Ò ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı
Â¯ÂÌËÈ, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ı Â¯ÂÌË˛ ‰Îfl Ó‰ÌÓÒÎÓÈÌÓÈ ÒÂ‰˚. ÑËÒÔÂÒËÓÌÌ˚Â ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl
‰Îfl ‚ÓÎÌ˚ ãfl‚‡ ‚ ÒÎÓËÒÚ˚ı ÒÂ‰‡ı ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ˜ËÒÎÂÌÌÓ Ò ÔËÏÂÌÂÌËÂÏ ‰‚Ûı
Ï‡ÚË˜Ì˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚, ÔÂ‚ÓÌ‡˜‡Î¸ÌÓ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚ı ‰Îfl ‡Ì‡ÎËÁ‡ ‚ÓÎÌ ã˝Ï·‡. ùÚË ÔÓ‰ıÓ-
‰˚ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ Í‡Í ÏÂÚÓ‰ ÔÂÂ‰‡ÚÓ˜Ì˚ı Ï‡ÚËˆ (åèå) (ËÌÓ„‰‡ Â„Ó Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÏÂÚÓ‰ÓÏ
íÓÏÒÓÌ‡ – ï‡ÒÍÂÎÎ‡, ÔÓ ËÏÂÌË ‡Á‡·ÓÚ˜ËÍÓ‚ [4, 5]) Ë ÏÂÚÓ‰ „ÎÓ·‡Î¸ÌÓÈ Ï‡ÚËˆ˚
(åÉå) [6, 7]. åèå ÓÒÌÓ‚‡Ì Ì‡ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ Â¯ÂÌËË ÍÓÌÚ‡ÍÚÌ˚ı „‡ÌË˜Ì˚ı Á‡-
‰‡˜ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflı ‡Á‰ÂÎ‡ Ë ÔÓÒÚÓÂÌËË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ÔÂÂ‰‡ÚÓ˜Ì˚ı Ï‡ÚËˆ. çË-
ÊÂ ˝ÚÓÚ ÏÂÚÓ‰ ·Û‰ÂÚ Ó·ÒÛÊ‰‡Ú¸Òfl ·ÓÎÂÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓ. åÉå ÓÒÌÓ‚‡Ì Ì‡ Â¯ÂÌËË Ó·˚ÍÌÓ-
‚ÂÌÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò ÍÛÒÓ˜ÌÓ-Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚ÏË ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË, ÔË-
‚Ó‰fl˘ÂÏ ‚ ËÚÓ„Â Í ÔÓÒÚÓÂÌË˛ ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓÈ “„ÎÓ·‡Î¸ÌÓÈ” Ï‡ÚËˆ˚.

 

ë ÏÓÏÂÌÚ‡ ÔÓfl‚ÎÂÌËfl åÉå Ò˜ËÚ‡ÎÓÒ¸, ˜ÚÓ ÔË ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı Â‡ÎËÁ‡ˆËflı ÓÌ ÔË‚Ó‰ËÚ Í (˜ËÒÎÂÌ-
ÌÓ) ·ÓÎÂÂ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚Ï Â¯ÂÌËflÏ, ˜ÂÏ åèå. Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ÔÂ‰Î‡„‡ÎËÒ¸ ‡ÁÌÓÓ·‡ÁÌ˚Â ÏÓ‰Ë-
ÙËÍ‡ˆËË åèå Ë åÉå Ò ˆÂÎ¸˛ Ò‰ÂÎ‡Ú¸ Ëı ·ÓÎÂÂ ˜ËÒÎÂÌÌÓ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ÏË, ÒÏ. [8–14]. èÓ·ÎÂÏ‡
˜ËÒÎÂÌÌÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ‡ÍÚÛ‡Î¸ÌÓÈ, ÔË ·ÓÎ¸¯ÓÏ ˜ËÒÎÂ ÒÎÓÂ‚. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ-
˜‡Â Ì‡˜ËÌ‡˛Ú ÒÍ‡Á˚‚‡Ú¸Òfl ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚‡ åèå, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÓfl‰ÓÍ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı Ï‡ÚËˆ ÓÒ-
Ú‡ÂÚÒfl ÌÂËÁÏÂÌÌ˚Ï ÔË ËÁÏÂÌÂÌËË ˜ËÒÎ‡ ÒÎÓÂ‚ (‚ ÒÎÛ˜‡Â åÉå ÔÓfl‰ÓÍ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ Ï‡ÚË-
ˆ˚ ÎËÌÂÈÌÓ ‡ÒÚÂÚ Ò ˜ËÒÎÓÏ ÒÎÓÂ‚).

 

çËÊÂ ‡Á‚Ë‚‡ÂÚÒfl ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌ˚È åèå, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚È Ì‡ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËË „ËÔÂ-
·ÓÎË˜ÂÒÍËı ÙÛÌÍˆËÈ ‚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËË ‰Îfl Ô‡ˆË‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ Ë ÔÂ‰Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌÌ˚È Í‡Í
‰Îfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl ‚ÓÎÌ ãfl‚‡ ‚ ‡ÌËÁÓÚÓÔÌ˚ı ÒÂ‰‡ı Ò ˜ËÒÎÓÏ ÒÎÓÂ‚ ÓÚ
Ó‰ÌÓ„Ó ‰Ó ÚÂı, Ú‡Í Ë ‰Îfl ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡ ÒËÒÚÂÏ, ÒÓ‰ÂÊ‡˘Ëı ·ÓÎ¸¯ÓÂ ˜ËÒÎÓ ÒÎÓÂ‚.
Ñ‡ÎÂÂ ·Û‰ÂÚ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ (1.1) ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÌÂ‚ÂÌ˚Ï, ÂÒÎË ‚ Û‡‚ÌÂÌËË
äËÒÚÓÙÙÂÎfl ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl Í‡ÚÌ˚Â ÍÓÌË (Á‰ÂÒ¸ Ó·Ì‡ÛÊË‚‡ÂÚÒfl ‡Ì‡ÎÓ„Ëfl Ò ‚ÓÎÌ‡ÏË
êÂÎÂfl Ë ã˝Ï·‡, ÒÚÛÍÚÛ‡ ÍÓÚÓ˚ı ÏÂÌflÂÚÒfl ÔË ÔÓfl‚ÎÂÌËË Í‡ÚÌ˚ı ÍÓÌÂÈ, ÒÏ. [15–
17]). ÇÂÌÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ‰Îfl ‚ÓÎÌ ãfl‚‡ Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÏÓ‰ËÙËÍ‡ˆËfl åèå ‰‡Ì˚
ÌËÊÂ. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, åèå ·Û‰ÂÚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ‰Îfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl ‡ÁÂ¯‡˛˘Ëı Û‡‚ÌÂÌËÈ
‰Îfl ‚ÓÎÌ Ò ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÈ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓÎflËÁ‡ˆËÂÈ, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËıÒfl ‚ ÒÎÓËÒÚ˚ı
ÔÎ‡ÒÚËÌ‡ı ÒÓ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ÏË Ë Á‡˘ÂÏÎÂÌÌ˚ÏË „‡ÌË˜Ì˚ÏË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏË.

ω c

2h g1 1–
-------------------------

µ2

µ1
-----

1 g2–

g1 1–
--------------

 
 
 

arctg nπ+
 
 
 

, n 0 1 2 …; gk, , ,
ρkc2

µk
----------, k 1 2,= = = =

c1
T c2

T

c1
T c2

T

c1
T c2

T
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2. éÒÌÓ‚Ì˚Â ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl. çËÊÂ Í‡Í ÒÎÓË, Ú‡Í Ë ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Ò˜ËÚ‡˛ÚÒfl Ó‰ÌÓ-
Ó‰Ì˚ÏË Ë ÎËÌÂÈÌÓ „ËÔÂÛÔÛ„ËÏË. ì‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ‰Îfl ÛÔÛ„ÓÈ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ‡ÌË-
ÁÓÚÓÔÌÓÈ ÒÂ‰˚ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‚ ‚Ë‰Â

(2.1)

„‰Â ˜ÂÚ˚Âı‚‡ÎÂÌÚÌ˚È ÚÂÌÁÓ ÛÔÛ„ÓÒÚË C ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-
Ì˚Ï:

(2.2)

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 2.1.Ä. èÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚Â ÒÂ‰˚ ËÏÂ˛Ú ÔÎÓÒÍÓÒÚË
ÛÔÛ„ÓÈ ÒËÏÏÂÚËË, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ËÂ Ò Ò‡„ËÚÚ‡Î¸ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ m · x = 0. ùÚÓ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚ-
ÌÓ Ì‡ÎË˜Ë˛ Û ÚÂÌÁÓ‡ ÛÔÛ„ÓÒÚË ÏÓÌÓÍÎËÌÌÓÈ „ÛÔÔ˚ ÒËÏÏÂÚËË. åÓÊÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸ [18],
˜ÚÓ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‚ÎÂ˜ÂÚ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÌÛÎ˛ ‚ÒÂı ‡ÁÎÓÊËÏ˚ı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÚÂÌÁÓ‡ ÛÔÛ„ÓÒÚË
(‡ÁÎÓÊËÏ˚ÏË Ì‡Á˚‚‡˛Ú ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ˚Â ‚ ‚Ë‰Â ÚÂÌÁÓÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl
‚ÂÍÚÓÓ‚ ËÁ R3), Û ÍÓÚÓ˚ı ‚ÂÍÚÓ m ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂ˜ÂÚÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡Á (‚ ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸ÌÓÏ
·‡ÁËÒÂ ‚ R3, Ó·‡ÁÓ‚‡ÌÌÓÏ ‚ÂÍÚÓÓÏ m Ë Î˛·˚ÏË ÓÚÓ„ÓÌ‡Î¸Ì˚ÏË ‚ÂÍÚÓ‡ÏË, ÔËÌ‡‰-
ÎÂÊ‡˘ËÏË Ò‡„ËÚÚ‡Î¸ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË). Ç ÒÎÛ˜‡Â ÏÓÌÓÍÎËÌÌÓÈ ÒËÏÏÂÚËË ÚÂÌÁÓ ÛÔÛ„ÓÒ-
ÚË ÒÓ‰ÂÊËÚ 13 ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ‡ÁÎÓÊËÏ˚ı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ.

Å. Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ·Û‰ÂÚ ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÏÓÌÓÍÎËÌÌ‡fl ÒËÏÏÂÚËfl Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ‰ÓÒÚ‡-
ÚÓ˜ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÍÓÎÎËÌÂ‡ÌÓÒÚË ‚ÂÍÚÓ‡ m ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚ı ÛÒËÎËÈ Ì‡ Î˛·ÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË
n · x = const.

ëÎÂ‰Ûfl ÓÔËÒ‡ÌÌÓÏÛ ‡ÌÂÂ ÏÂÚÓ‰Û [15, 16], ‡ÒÒÏÓÚËÏ ·ÓÎÂÂ Ó·˘ÂÂ, ˜ÂÏ (1.1), ÔÂ‰-
ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ‰Îfl ‚ÓÎÌ˚ ãfl‚‡

(2.3)

„‰Â x' = n · x, Ú‡Í ÊÂ Í‡Í Ë ‚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËË (1.1); f – ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ‡fl ÒÍ‡ÎflÌ‡fl ÙÛÌÍˆËfl; ˝ÍÒ-
ÔÓÌÂÌˆË‡Î¸Ì˚È ÏÌÓÊËÚÂÎ¸ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (2.3) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂ-
ÌË˛ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡ ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË n Ò Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ c; r – ‚ÓÎÌÓ‚ÓÂ ˜ËÒÎÓ.
èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‚˚‡ÊÂÌËÂ (2.3) ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (2.1) Ë ÔËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ Á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 2.1.Ä,
ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ, ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó,
ËÁ‚ÂÒÚÌÓÂ Í‡Í Û‡‚ÌÂÌËÂ äËÒÚÓÙÙÂÎfl, ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(2.4)

ãÂ‚‡fl ˜‡ÒÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl (2.4) – ÔÓÎËÌÓÏ ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ô‡‡ÏÂÚ‡ äËÒ-
ÚÓÙÙÂÎfl γ. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰Îfl ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏÓÈ ÛÔÛ„ÓÈ ÒËÏÏÂÚËË ‚ÓÎÌ‡ ãfl‚‡ ‚ ÒÎÓÂ ÏÓ-
ÊÂÚ ÒÓÒÚÓflÚ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ËÁ ‰‚Ûı Ô‡ˆË‡Î¸Ì˚ı ‚ÓÎÌ.

3. èÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Ë ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚Â ÛÒËÎËfl ‚ ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ÔÂ‰ÔÓ-
Î‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÒÎÓËÒÚ‡fl ÒÂ‰‡ ÒÓÒÚÓËÚ ËÁ n ÒÎÓÂ‚, ÍÓÌÚ‡ÍÚËÛ˛˘Ëı, ÂÒÎË ÌÂ Ó„Ó‚ÓÂÌÓ
ËÌÓÂ, Ò ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ, ÌËÊÌËÈ ËÌ‰ÂÍÒ n + 1 ·Û‰ÂÚ ÓÚÌÓÒËÚ¸Òfl Í ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û.
èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔÓÎÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ‚ ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ‰ÓÎÊÌÓ Á‡ÚÛı‡Ú¸ Ò „ÎÛ·ËÌÓÈ, ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ÍÓÂÌ¸ Û‡‚ÌÂÌËfl äËÒÚÓÙÙÂÎfl ‰ÓÎÊÂÌ ·˚Ú¸ ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚Ï Ò ÓÚËˆ‡-
ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÏÌËÏÓÈ ˜‡ÒÚ¸˛, ÒÏ. Á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 1.1. 

èÂ‰ÎÓÊÂÌËÂ 3.1. á‡ÚÛı‡ÌËÂ ÔÓ „ÎÛ·ËÌÂ ‚ ÏÓÌÓÍÎËÌÌÓÏ ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ‚ÓÁÏÓÊÌÓ
‚ ÚÓÏ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÂÒÎË Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ c ÎÂÊËÚ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ:

(3.1)

A ∂x ∂t,( )u divxC ·· ∇ xu ρu̇̇–≡ 0=

A

u x( ) m f irx'( )eir n x⋅ ct–( )≡

m n ·· C ·· n m⊗ ⊗( )γ2 +

+ m n ·· C ·· n m⊗ ⊗ m n ·· C ·· n m⊗ ⊗+( )γ m n ·· C ·· n m⊗ ⊗ ρ c2–( )+ 0=

c 0 ρn 1+
1– En 1+ Fn 1+

2 /Gn 1+–( )[ ]
1/2

,( )∈
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En + 1 = m ⊗  n ·· Cn + 1 ·· n ⊗  m, Fn + 1 = m · sym(n · Cn + 1 · n) · m,

Gn + 1 = m ⊗ n ·· Cn + 1 ·· n ⊗ m

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ Ô‡‡ÏÂÚ äËÒÚÓÙÙÂÎfl

(3.2)

ËÏÂÂÚ ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÛ˛ ÏÌËÏÛ˛ ˜‡ÒÚ¸.
ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. çÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ‡Ì‡ÎËÁ ÍÓÌÂÈ Û‡‚ÌÂÌËfl äËÒÚÓÙÙÂÎfl (2.4)

ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÓÌË ÍÓÏÔÎÂÍÒÌ˚ ÔË ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ‰ËÒÍËÏËÌ‡ÌÚÂ, ˜ÚÓ ‰‡ÂÚ ‚ÂıÌ˛˛
„‡ÌËˆÛ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ (3.1). èÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ÔÓ‰ÍÓÂÌÌÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ‚ (3.1) ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ËÁ
‡Ì‡ÎËÁ‡ Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓ„Ó ÔÓÎËÌÓÏ‡

(3.3)

éÌ ÔÓÎÓÊËÚÂÎÂÌ ÔË Î˛·˚ı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı x, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÚÂÌÁÓ ÛÔÛ„ÓÒÚË ÔÓÎÓÊË-
ÚÂÎ¸ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ. çÂÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËÂ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı ÍÓÌÂÈ ˝ÚÓ„Ó ÔÓÎËÌÓÏ‡ Á‡‚Â¯‡-
ÂÚ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‰ËÒÍËÏËÌ‡ÌÚ ˝ÚÓ„Ó ÔÓÎËÌÓÏ‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ (Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó
ÏÌÓÊËÚÂÎfl –(ρn + 1)

–1.2) Ò ‚ÂıÌÂÈ „‡ÌËˆÂÈ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ (3.1). éÒÚ‡ÂÚÒfl Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ‚˚‡-
ÊÂÌËÂ (3.2) ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ËÁ Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl äËÒÚÓÙÙÂÎfl.

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 3.1. è‡‡ÏÂÚ γn + 1 ÌÂ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Í‡ÚÌ˚Ï ÍÓÌÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl äËÒÚÓÙ-
ÙÂÎfl. 

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ÌÛÎ˛ ‰ËÒÍËÏËÌ‡ÌÚ‡ Û‡‚ÌÂÌËfl
(3.2), ˜ÚÓ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‰Îfl Á‡ÚÛı‡ÌËfl Â¯ÂÌËfl ÔÓ „ÎÛ·ËÌÂ.

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 3.2. ÖÒÎË ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚È Ï‡ÚÂË‡Î Ó·Î‡‰‡ÂÚ Â˘Â Ó‰ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸˛ ÛÔ-
Û„ÓÈ ÒËÏÏÂÚËË, ÌÓÏ‡Î¸ Í ÍÓÚÓÓÈ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ‚ÂÍÚÓÓÏ n ËÎË n (Ú‡ÍÓÈ Ï‡ÚÂË‡Î ÌÂ-
Ó·ıÓ‰ËÏÓ ÓÚÓÚÓÔÂÌ), ÚÓ ‰ÓÔÛÒÚËÏ˚È ÒÍÓÓÒÚÌÓÈ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(3.4)

„‰Â  – ÒÍÓÓÒÚ¸ ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÈ Ó·˙ÂÏÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ÂÈÒfl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË

‚ÂÍÚÓ‡ n Ë ÔÓÎflËÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ‚ÂÍÚÓ‡ m. ÑÎfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl
Ô‡‡ÏÂÚ äËÒÚÓÙÙÂÎfl ˜ËÒÚÓ ÏÌËÏ˚È:

(3.5)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ÑÎfl Ú‡ÍÓ„Ó Ï‡ÚÂË‡Î‡ ‚ÂÎË˜ËÌ‡ Fn + 1 ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË (3.2) ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl
‡‚ÌÓÈ ÌÛÎ˛, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ÂÍÚÓ˚ n Ë n ‚ıÓ‰flÚ ‚ ÌÂÂ ÌÂ˜ÂÚÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‡Á. Ñ‡ÎÂÂ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜-
ÌÓ Á‡ÏÂÚËÚ¸, ˜ÚÓ ÔË Fn + 1 = 0 ÔÓ‰ÍÓÂÌÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ (3.1) ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

‰Îfl . éÒÚ‡‚¯‡flÒfl ˜‡ÒÚ¸ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡ ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ËÁ ‡Ì‡ÎËÁ‡ Û‡‚ÌÂÌËfl äËÒÚÓÙ-

ÙÂÎfl.
èÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ (1.1) ‰Îfl ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‰‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÔÓÎÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚ı ÛÒË-

ÎËÈ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË n · x = 0:

(3.6)

èÂ‰ÎÓÊÂÌËÂ 3.2. èÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚Â ÛÒËÎËfl (3.6) ÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ ‚ÂÍÚÓÛ m.
ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ËÁ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌÌÓÈ ÔËÌ‡‰ÎÂÊÌÓÒÚË ‚ÒÂı Ï‡ÚÂË‡ÎÓ‚ ÏÓ-

ÌÓÍÎËÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ (ÓÌ‡ ËÏÂÂÚ „ÛÔÔÛ ÒËÏÏÂÚËË, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏÛ˛ ‚‡˘ÂÌËflÏË ), ˜ÚÓ

γn 1+ Fn 1+ /Gn 1+– i En 1+ ρn 1+ c2–( )/Gn 1+ Fn 1+ /Gn 1+( )2–( )
1/2

–=

P x( ) m xn n+( ) ·· Cn 1+  ·· n xn+( ) m⊗⊗≡

c 0 cn 1+
T,( )∈

cn 1+
T

γn 1+ i En 1+ ρn 1+ c2–( )/Gn 1+( )
1/2

–=

cn 1+
T

tn 1+ x( ) n x⋅ 0= irC2n 1+ γn 1+ an 1+ bn 1++( )eir n x⋅ ct–( )=

an 1+ n Cn 1+  ·· n m, bn 1+⊗⋅ n Cn 1+  ·· n m⊗⋅= =

Rm
π
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Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ˜ÂÚÌÓÂ ÔÓfl‚ÎÂÌËÂ ‚ÂÍÚÓ‡ m ‚ ‡ÁÎÓÊËÏ˚ı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ı ÚÂÌÁÓ‡ Cn + 1 ‚
·‡ÁËÒÂ, Ó·‡ÁÓ‚‡ÌÌÓÏ ‚ÂÍÚÓ‡ÏË m, n, n.

4. èÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Ë ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚Â ÛÒËÎËfl ‚ ÒÎÓflı. Ç ˝ÚÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ ÌËÊÌËÈ ËÌ‰ÂÍÒ
k(1 ≤ k ≤ n) ÓÚÌÓÒËÚÒfl Í ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÏÛ ÒÎÓ˛. 

èÓÒÚ˚Â (ÌÂÍ‡ÚÌ˚Â) ÍÓÌË. ÑÎfl ÔÓÒÚ˚ı ÍÓÌÂÈ Û‡‚ÌÂÌËfl äËÒÚÓÙÙÂÎfl Ë ÓÚÓ-
ÚÓÔÌÓ„Ó Ï‡ÚÂË‡Î‡ Ò „Î‡‚Ì˚ÏË ÓÒflÏË ÛÔÛ„ÓÒÚË, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ËÏË Ò ‚ÂÍÚÓ‡ÏË m, n Ë n,
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ (1.1) ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ‚ÂÌ˚Ï. ÇÒÂ ÊÂ, ‰Îfl ˆÂÎÂÈ Ì‡ÒÚÓfl˘Â„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡, ÍÓÚÓ˚È
‚ÍÎ˛˜‡ÂÚ ‚ ÒÂ·fl ·ÓÎÂÂ Ó·˘ËÈ ÍÎ‡ÒÒ Ï‡ÚÂË‡ÎÓ‚, ÔËÌ‡‰ÎÂÊ‡˘Ëı ÏÓÌÓÍÎËÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ,
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ (1.1) ·Û‰ÂÚ ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ

(4.1)

„‰Â

(4.2)

è‡‡ÏÂÚ˚ Ek, Fk, Gk ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÙÓÏÛÎ‡ÏË (3.1). ÇË‰ÌÓ, ˜ÚÓ αk – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚È
ËÎË ÏÌËÏ˚È Ô‡‡ÏÂÚ, ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË, ‡ βk – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸-
Ì˚È Ô‡‡ÏÂÚ, ÌÂ Á‡‚ËÒfl˘ËÈ ÓÚ c.

èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ (4.1), ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚Â ÛÒËÎËfl
Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË n · x = x' Á‡ÔË¯ÂÏ ‚ ‚Ë‰Â

(4.3)

èÂ‰ÎÓÊÂÌËÂ 4.1. èÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚Â ÛÒËÎËfl (4.3) ÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ ‚ÂÍÚÓÛ m.
ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Û ÔÂ‰ÎÓÊÂÌËfl 3.2.
èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ (4.3) Ë ÚÓÚ Ù‡ÍÚ, ˜ÚÓ bk = 0 Ë γk = αk (βk = 0) ‰Îfl

ÓÚÓÚÓÔÌÓ„Ó Ï‡ÚÂË‡Î‡ Ò ÓÒflÏË ÛÔÛ„ÓÈ ÒËÏÏÂÚËË, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ËÏË Ò ‚ÂÍÚÓ‡ÏË m, n Ë
n, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚ı ÛÒËÎËÈ:

(4.4)

ä‡ÚÌ˚Â ÍÓÌË. èÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ (4.1) ‰Îfl ‚ÓÎÌ ãfl‚‡ ‚ ÒÎÓÂ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÌÂ‚ÂÌ˚Ï, ÍÓ„-
‰‡ ‚ Û‡‚ÌÂÌËË äËÒÚÓÙÙÂÎfl ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl Í‡ÚÌ˚Â ÍÓÌË, ˜ÚÓ ÔÓËÒıÓ‰ËÚ, ÍÓ„‰‡ Ô‡‡-
ÏÂÚ αk, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚È ÚÂÚ¸ËÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ (4.2), Ó·‡˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸. 

èÂ‰ÎÓÊÂÌËÂ 4.2.Ä. î‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸, ÔË ÍÓÚÓÓÈ ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl Í‡ÚÌ˚Â ÍÓÌË, ÓÔ-
Â‰ÂÎflÂÚÒfl ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ

(4.5)

Å. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ Ô‡‡ÏÂÚ äËÒÚÓÙÙÂÎfl (ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚È) ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(4.6)

Ç. éÚ‚Â˜‡˛˘ËÂ Í‡ÚÌ˚Ï ÍÓÌflÏ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl ÔÓÎfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛-
˘Ëı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚ı ÛÒËÎËÈ Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË n · x = x', ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

(4.7)

(4.8)

uk x( ) m C2k 1– υk
1( ) C2kυk

2( )+( )e
ir βk x' n x⋅ ct–+( )

 γk αk βk+=( )=

υk
1( ) irαkx'( ), υk

2( )sh irαkx'( ); αkch Ek ρkc2–( )/Gk Fk/Gk( )2–( )
1/2

,–= = =

βk Fk/Gk–=

tk x'( ) i ak αkυk
2( ) βkυk

1( )+( ) bkυk
1( )+( )C2k 1– +[=

+ ak αkυk
1( ) βkυk

2( )+( ) bkυk
2( )+( )C2k ]re

ir βk x' n x⋅ ct–+( )

tk x'( ) irγkak C2k 1– υk
2( ) C2kυk

1( )+( )eir n x⋅ ct–( ), αk γk= =

c ρ 1– Ek Fk
2/Gk–( )( )

1/2
=

γk Fk/Gk–=

uk x( ) m C2k 1– iex'C2k+( )e
ir γk x' n x⋅ ct–+( )

=

tk x'( ) i ak γkC2k 1– 1 irγkx'+( )C2k+( ) bk C2k 1– irx'C2k+( )+( )re
ir γk x' n x⋅ ct–+( )

=
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ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ó‡ÒÚË ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl Ä Ë Å ‚˚ÚÂÍ‡˛Ú ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl Ó·‡˘ÂÌËfl ‚ ÌÛÎ¸
‰ËÒÍËÏËÌ‡ÌÚ‡ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (3.2). èÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú Ó·˘ÂÏÛ
Â¯ÂÌË˛ Û‡‚ÌÂÌËfl (2.4) ‚ ÒÎÛ˜‡Â Í‡ÚÌ˚ı ÍÓÌÂÈ; ÒÏ. Ú‡ÍÊÂ [15–17].

èÂ‰ÎÓÊÂÌËÂ 4.3. èÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚Â ÛÒËÎËfl (4.8) ÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚ ‚ÂÍÚÓÛ m.
ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Û ÔÂ‰ÎÓÊÂÌËfl 3.2.
5. åÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌ˚È åèå. èÂÂ‰‡ÚÓ˜Ì˚Â Ï‡ÚËˆ˚. Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÔÂ‰ÎÓÊÂ-

ÌËflÏË 4.1 Ë 4.2 ÒÍ‡ÎflÌ˚Â ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Ë ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚ı ÛÒËÎËÈ ‚ k-Ï ÒÎÓÂ
Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË n · x = x' ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‚ ‚Ë‰Â

(5.1)

„‰Â uk(x'), tk(x') – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÒÍ‡ÎflÌ˚Â ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚, Mk – (2 × 2)-Ï‡ÚËˆ‡. èËÌË-
Ï‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ‚˚‡ÊÂÌËfl (4.1)–(4.3), (4.5), (4.6) Ë ‚‚Ó‰fl Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ Hk = m · bk, ˝ÎÂ-
ÏÂÌÚ˚ Ï‡ÚËˆ˚ Mk Á‡ÔË¯ÂÏ ‚ ‚Ë‰Â: 

‚ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÒÚ˚ı ÍÓÌÂÈ

(5.2)

‚ ÒÎÛ˜‡Â Í‡ÚÌ˚ı ÍÓÌÂÈ

(5.3)

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÔÓÒÎÂ‰ÌËÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ (4.2) Ô‡‡ÏÂÚ βk ‚ ÒÓÓÚÌÓ¯Â-
ÌËflı (5.2) ÌÂ Á‡‚ËÒËÚ ÓÚ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË c.

èÂ‰ÎÓÊÂÌËÂ 5.1. ÇÌÂ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ Í‡ÚÌÓÒÚË ÍÓÌÂÈ Ï‡ÚËˆ˚ Mk ÌÂ ‚˚ÓÊ‰ÂÌ˚
ÔË Î˛·˚ı ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚ı x'.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ˝ÍÒÔÓÌÂÌˆË‡Î¸Ì˚Â ÏÌÓÊËÚÂÎË ‚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflı (5.2),
(5.3) ÓÚÎË˜Ì˚ ÓÚ ÌÛÎfl ÔË Î˛·˚ı x'; ‰‡ÎÂÂ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌ˚È ‡Ì‡ÎËÁ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ
Ï‡ÚËˆ˚ Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË (5.2), (5.3) ÌÂ ‚˚ÓÊ‰ÂÌ˚ ÔË Î˛·˚ı x' (ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸ Ï‡ÚËˆ˚ Ò

˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË (5.2) ‡‚ÂÌ –αkGk  Ò αk ≠ 0, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÍÓÌË ÔÓÒÚ˚Â; ÓÔÂ‰ÂÎËÚÂÎ¸ Ï‡-

ÚËˆ˚ Ò ˝ÎÂÏÂÌÚ‡ÏË (5.3) ‡‚ÂÌ Gk ).
íÂÔÂ¸, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl Ï‡ÚËˆ˚ Mk, ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Ë ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚Â ÛÒËÎËfl Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒ-

ÚË ‡Á‰ÂÎ‡ ÏÂÊ‰Û n-Ï ÒÎÓÂÏ Ë ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÓÏ ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ÚÓÎ¸-
ÍÓ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚ C1 Ë C2

(5.4)

„‰Â 2hk (k = 1, …, n) – ÚÓÎ˘ËÌ˚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ÒÎÓÂ‚.
É‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl Ì‡ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË. Ç˚‡ÊÂÌËfl (4.3), (4.8) ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú Á‡ÔË-

Ò‡Ú¸ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÓÚÒÛÚÒÚ‚Ëfl Í‡Ò‡ÚÂÎ¸Ì˚ı Ì‡ÔflÊÂÌËÈ Ì‡ ‚ÌÂ¯ÌÂÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÂ‚Ó„Ó
ÒÎÓfl ‚ ‚Ë‰Â

(5.5)

„‰Â t1 – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl ÒÍ‡ÎflÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡, Á‰ÂÒ¸ Ë ‰‡ÎÂÂ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ Ò ÚËÎ¸‰ÓÈ ÓÁÌ‡-
˜‡˛Ú ‰‚ÛÏÂÌ˚Â ‚ÂÍÚÓ˚. 

uk x'( )
tk x'( )

 = Mk x'( ) C2k 1–

C2k

; uk x'( ) uk x'( )e ir n x⋅ ct–( )– , tk x'( ) tk x'( )e ir n x⋅ ct–( )–≡ ≡

M1l k( ) υk
l( )e

irβk x'
, M2l k( ) i Gk αkυk

3 l–( ) βkυk
l( )+( ) Hkυk

l( )+( )re
irβk x'

; l 1 2,= = =

M11 k( ) e
irγk x'

, M12 k( ) irx'e
irγk x'

= =

M21 k( ) i γkGk Hk+( )re
irγk x'

, M22 k( ) i 1 irγkx'+( )Gk irx'Hk+( )re
irγk x'

= =

e
irβk x'

e
irγk x'

un hn–( )
tn hn–( )

Mk hk–( ) Mk
1– hk( )⋅( )

k 2=

n

∏
 
 
 

M1 h1–( ) C1

C2

⋅=

t1 h1( ) B̃1 h1( ) C̃⋅≡ 0; B̃1 h1( ) X1 h1( ) Y1 h1( ),( ), C̃ C1 C2,( )= = =
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Ç‚Ó‰fl Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl

(5.6)

ÔÓÎÛ˜ËÏ:
‚ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÒÚ˚ı ÍÓÌÂÈ

(5.7)

‚ ÒÎÛ˜‡Â Í‡ÚÌ˚ı ÍÓÌÂÈ

(5.8)

ì‡‚ÌÂÌËfl (5.1) ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ‚˚‡ÁËÚ¸ (Ò ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÏÌÓÊËÚÂÎfl) ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ C1
Ë C2 ‚ ‚Ë‰Â Â¯ÂÌËfl ÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl:

(5.9)

ÇË‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‰‚ÛÏÂÌ˚Â ‚ÂÍÚÓ˚ (h1) Ë  ÍÓÎÎËÌÂ‡Ì˚.
É‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á‰ÂÎ‡ n-È ÒÎÓÈ – ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. É‡ÌË˜-

Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl Ì‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á‰ÂÎ‡ ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‚ ‚Ë‰Â

(5.10)

„‰Â

(5.11)

(‚ÂÍÚÓ tn + 1(0) ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ(3.6)). 
èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (5.11), ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ (5.10) ‚˚‡Ê‡ÂÚ ÒÓ-

·ÓÈ ÍÓÎÎËÌÂ‡ÌÓÒÚ¸ ‚ÂÍÚÓÓ‚  Ë (un + 1(0), tn + 1(0), ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ ÛÒÎÓ‚Ë˛
ÍÓÎÎËÌÂ‡ÌÓÒÚË ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Ë ÛÒËÎËÈ ÔË ÔÂÂıÓ‰Â ˜ÂÂÁ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ‡Á‰ÂÎ‡ ÍÓÏÔÓ-
ÌÂÌÚ. èË Á‡ÔËÒË ‚ÚÓÓ„Ó ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (5.11) ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ‚ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‰Îfl ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚ¸ ‡Á‰ÂÎ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂÏ n · x = 0. 

ê‡ÁÂ¯‡˛˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl ‚ÓÎÌ ãfl‚‡. èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (5.4),
(5.9), (5.10) Ë ‚ÚÓÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (5.11), Ó·˙Â‰ËÌÂÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó
åèå ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â

(5.12)

ùÚÓ ËÒÍÓÏÓÂ ‡ÁÂ¯‡˛˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl ‚ÓÎÌ ãfl‚‡. 
ê‡ÁÂ¯‡˛˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓ ÔÓÎflËÁÓ‚‡ÌÌ˚ı Ò‰‚Ë„Ó‚˚ı ‚ÓÎÌ ‚ ÒÎÓ-

ËÒÚ˚ı ÔÎ‡ÒÚËÌ‡ı. èÓÎÛ˜ËÏ ‡ÁÂ¯‡˛˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓ ÔÓÎflËÁÓ‚‡Ì-
Ì˚ı Ò‰‚Ë„Ó‚˚ı ‚ÓÎÌ ‚ ÔÎ‡ÒÚËÌÂ, ÒÓÒÚÓfl˘ÂÈ ËÁ n ÒÎÓÂ‚ (n > 1). ÇÌÂ¯ÌËÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÎ‡-
ÒÚËÌ˚ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡˛ÚÒfl ÎË·Ó Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ÏË ÓÚ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚ı ÛÒËÎËÈ, ÎË·Ó Á‡˘ÂÏÎÂÌÌ˚-
ÏË, ÎË·Ó Ì‡ ÌËı ÒÚ‡‚flÚÒfl ÒÏÂ¯‡ÌÌ˚Â „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl (Ó‰Ì‡ ËÁ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ Ò‚Ó·Ó‰Ì‡
ÓÚ ÛÒËÎËÈ, ‡ ‰Û„‡fl Á‡˘ÂÏÎÂÌ‡). 

wk
1( ) irα1h1( ), wk

2( )sh irα1h1( ), H1ch m n ·· C1 ·· n m⊗ ⊗= = =

X1 h1( ) G1 α1w1
2( ) β1w1

1( )+( ) H1w1
1( )+( )ire

irβ1h1,=

Y1 h1( ) G1 α1w1
1( ) β1w1

2( )+( ) H1w1
2( )+( )ire

irβ1h1=

X1 h1( ) γ1G1 H1+( )ire
irγ1h1, Y1 h1( ) 1 irγ1h1+( )G1 irh1H1+( )ire

irγ1h1= =

T̃1 h1( ) C̃× 0; T̃1 h1( ) Y1 h1( )– X1 h1( ),( )= =

T̃ C̃

Ṽn hn–( ) W̃n 1+ 0( )⋅ 0=

Ṽn hn–( ) un hn–( ) tn hn–( ),( ), W̃n 1+ 0( ) tn 1+ 0( )– un 1+ 0( ),( );= =

tn 1+ 0( ) tn 1+ 0( )e ir n x⋅ ct–( )–=

Ṽn

W̃n 1+ 0( ) Mk hk–( )
k 2=

n

∏ Mk
1– hk( )⋅

 
 
 

M1 h1–( )⋅
 
 
 

T̃ h1( )⋅ ⋅ 0=
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1°. ÑÎfl ÒÎÓËÒÚÓÈ ÔÎ‡ÒÚËÌ˚ ÒÓ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ÏË ‚ÌÂ¯ÌËÏË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏË „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ-
‚Ëfl ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

(5.13)

èÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË Ò ÔÂ‰˚‰Û˘ËÏ, ÔËÏÂÌÂÌËÂ ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó åèå ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓÎÛ-
˜ËÚ¸ ‡ÁÂ¯‡˛˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‚ ‚Ë‰Â

(5.14)

äÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ Xk, Yk (k = 1, n) ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï (5.7), (5.8).
2°. ÑÎfl ÒÎÓËÒÚÓÈ ÔÎ‡ÒÚËÌ˚ Ò Á‡˘ÂÏÎÂÌÌ˚ÏË ‚ÌÂ¯ÌËÏË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏË „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒ-

ÎÓ‚Ëfl ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

(5.15)

èËÏÂÌÂÌËÂ ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó åèå ‰‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ‡ÁÂ¯‡˛˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ:

(5.16)

Sk(±hk) = ± , Uk(±hk) =  ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÒÚ˚ı ÍÓÌÂÈ; Sk(±hk) = 1, Uk(±hk) = ±irhk ‚ ÒÎÛ-

˜‡Â Í‡ÚÌ˚ı ÍÓÌÂÈ. á‰ÂÒ¸ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì˚ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (4.1), (4.7) Ë Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl (5.6),
Ô‡‡ÏÂÚ αk ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ ÚÂÚ¸ÂÈ ÙÓÏÛÎÓÈ (4.2).

3°. ÑÎfl ÒÎÓËÒÚÓÈ ÔÎ‡ÒÚËÌ˚, ‚ÂıÌflfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ÍÓÚÓÓÈ Ò‚Ó·Ó‰Ì‡, ‡ ÌËÊÌflfl Á‡˘ÂÏ-
ÎÂÌ‡, „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

(5.17)

ê‡ÁÂ¯‡˛˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(5.18)

åÓ‰ËÙËÍ‡ˆËfl ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl, ÍÓ„‰‡ ‚ÂıÌflfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Á‡˘ÂÏÎÂÌ‡, ‡
ÌËÊÌflfl Ò‚Ó·Ó‰Ì‡, Ó˜Â‚Ë‰Ì‡. 

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 5.1. ê‡ÁÂ¯‡˛˘ËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (5.12), (5.14), (5.16) Ë (5.18) ÏÓ„ÛÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl, Í‡Í
ÌÂfl‚Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ˜ËÒÎ‡ r ÔË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ˜‡ÒÚÓÚÂ ω. àÒ-
ÔÓÎ¸ÁÛfl ‚ ˝ÚËı Û‡‚ÌÂÌËflı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ r = ω/c, ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ (‚ÓÓ·˘Â „Ó‚Ófl, ÌÂfl‚ÌÓÂ) ‰ËÒ-
ÔÂÒËÓÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ, ‚˚‡Ê‡˛˘ÂÂ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚ ÓÚ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË.

6. çÂÍÓÚÓ˚Â ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÂ Â¯ÂÌËfl. é‰ËÌ ÓÚÓÚÓÔÌ˚È ÒÎÓÈ Ì‡ ÓÚÓÚÓÔÌÓÏ
ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. èÛÒÚ¸ ‚ÂÍÚÓ˚ n, n, Ë m ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú Ò „Î‡‚Ì˚ÏË ÓÒflÏË ÛÔÛ„ÓÒÚË
ÒÎÓfl Ë ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl Ô‡‡ÏÂÚ˚ äËÒÚÓÙÙÂÎfl ÔËÌËÏ‡˛Ú ‚Ë‰

(6.1)

á‰ÂÒ¸ Ë ‰‡ÎÂÂ ‚ ˝ÚÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ ËÌ‰ÂÍÒ 1 ÓÚÌÓÒËÚÒfl Í ÒÎÓ˛, ËÌ‰ÂÍÒ 2 – Í ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û. 
á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 6.1. Ä. Ç˚‡ÊÂÌËÂ (6.1) ÔË k = 1 ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ Í‡ÚÌ˚Â ÍÓÌË ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒ-

ÍÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ‰Îfl ÒÎÓfl ÏÓ„ÛÚ ‚ÓÁÌËÍ‡Ú¸, ÚÓÎ¸ÍÓ ÂÒÎË Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛
ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÈ Ó·˙ÂÏÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ÂÈÒfl ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË n Ë ÔÓÎflËÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ‚ Ì‡Ô‡‚-
ÎÂÌËË ‚ÂÍÚÓ‡ m.

Å. çÂÒÏÓÚfl Ì‡ ÚÓ, ˜ÚÓ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‰Îfl ÓÚÓÚÓÔÌÓ„Ó ÒÎÓfl, ÎÂÊ‡˘Â-
„Ó Ì‡ ÓÚÓÚÓÔÌÓÏ ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ [2], ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ fl‚ÌÓÂ ‰ËÒÔÂÒËÓÌÌÓÂ Û‡‚-
ÌÂÌËÂ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ÌÂ ·˚ÎÓ.

t1 h1( ) n C1 ∇ u⋅ ⋅≡ 0, tn hn–( ) n Cn ∇ u⋅ ⋅≡ 0= =

T̃n hn–( ) Nn T̃1 h1( )⋅ ⋅ 0, Nn Mn
1– hn( ) Mk hn–( )

k 2=

n 1–

∏ Mk
1– hk( )⋅

 
 
 

M1 h1–( )⋅ ⋅= =

T̃1 Y1 h1( )– X1 h1( ),( ), T̃n hn–( ) Xn hn–( ) Yn hn–( ),( )= =

u1 h1( ) 0, un hn–( ) 0= =

D̃n hn–( ) Nn D̃1 h1( )⋅ ⋅  = 0; D̃1 h1( ) = U1 h1( )– S1 h1( ),( ), D̃n hn–( ) = Sn hn–( ) Un hn–( ),

wk
1( ) wk

2( )

t1 h1( ) 0, un hn–( ) 0= =

D̃n hn–( ) Nn T̃1 h1( )⋅ ⋅ 0=

γk 1–( )k 1+ i Ek ρkc2–( )/Gk[ ]
1/2

, k 1 2,= =
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ëÍ‡ÎflÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚ı ÛÒËÎËÈ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚ı ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ ÙÓÏÛÎÓÈ
(5.1) ÔË k = 1, Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË n · x = x' ‚ ÒÎÓÂ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(6.2)

(6.3)

ëÍ‡ÎflÌ‡fl ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚ı ÛÒËÎËÈ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚ı ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÈ ÙÓÏÛÎÓÈ
(5.1) ÔË k = 2, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË x' = 0 ‚ ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(6.4)

èÂ‰ÎÓÊÂÌËÂ 6.1. çÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‚ÓÎÌ ãfl‚‡, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËıÒfl ‚ ÓÚÓÚÓÔÌÓÏ
ÒÎÓÂ Ì‡ ÓÚÓÚÓÔÌÓÏ ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, ÍÓ„‰‡ ‚ Û‡‚ÌÂÌËË äËÒÚÓÙÙÂÎfl ‰Îfl ÒÎÓfl ‚ÓÁ-
ÌËÍ‡˛Ú Í‡ÚÌ˚Â ÍÓÌË. 

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. Ç˚‡ÊÂÌËfl (4.5), (6.1) ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ Í‡ÚÌ˚È ÍÓÂÌ¸ γ1 ÌÂÓ·ıÓ-
‰ËÏÓ ÌÛÎÂ‚ÓÈ. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl ËÏÂÂÏ

(6.5)

èÂ‚ÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÓÚÒÛÚÒÚ‚Ëfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚ı ÛÒËÎËÈ (5.8), (5.9) Ë ‚˚-
‡ÊÂÌËfl (6.3), ‚ÚÓÓÂ – ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á‰ÂÎ‡ (5.10), ‚˚‡ÊÂÌËÈ (6.4) Ë ÔÂ-
‚Ó„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (6.5), ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ – ËÁ ‚ÚÓÓ„Ó ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (6.5), Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛˘Â„Ó ÓÚÒÛÚÒÚ-
‚ËÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Ì‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á‰ÂÎ‡.

àÒÍÎ˛˜Ë‚ Í‡ÚÌ˚Â ÍÓÌË, Ó·‡ÚËÏÒfl Í ÒÎÛ˜‡˛ ÔÓÒÚ˚ı ÍÓÌÂÈ. èËÏÂÌÂÌËÂ ÒÓÓÚÌÓ-
¯ÂÌËÈ (5.2) Í ÓÚÓÚÓÔÌÓÏÛ ÒÎÓ˛ ‰‡ÂÚ

(6.6)

ë ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸˛ ‰Ó ÒÍ‡ÎflÌÓ„Ó ÏÌÓÊËÚÂÎfl irγ1G1 ‚ÂÍÚÓ˚, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â ‚ÚÓÓÈ ÙÓÏÛÎÓÈ
(5.9) Ë ‚ÚÓÓÈ ÙÓÏÛÎÓÈ (5.11), ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ ‚Ë‰Â:

(6.7)

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (6.6), (6.7) ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (5.12) ÔÓÒÎÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ ‰‡ÂÚ

(6.8)

èÂ‰ÎÓÊÂÌËÂ 6.2. Ä. Ç ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚ÓÎÌ˚ ãfl‚‡ ÏÓ„ÛÚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÚ¸Òfl

ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ÎÂÊËÚ ‚ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ ( , ) „‰Â  =

=  (k = 1, 2) – ÒÍÓÓÒÚË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı Ò‰‚Ë„Ó‚˚ı Ó·˙ÂÏÌ˚ı ‚ÓÎÌ Ò ‚ÂÍÚÓÓÏ

ÔÓÎflËÁ‡ˆËË m (‰Îfl ˝ÚÓ„Ó ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ ‚ÒÂ ÍÓÌË Û‡‚ÌÂÌËfl äËÒÚÓÙÙÂÎfl – ÔÓÒÚ˚Â).
Å. èË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ˜‡ÒÚÓÚÂ ω ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂ ·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚ÓÎÌ ãfl-

‚‡, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËıÒfl Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË Ù‡ÁÓ‚˚ÏË ÒÍÓÓÒÚflÏË c ∈  ( , ).

Ç. èË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚË c ∈  ( , ) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ò˜ÂÚÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÓÎÌ ãfl-

‚‡, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËıÒfl Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ˜‡ÒÚÓÚ‡ÏË ω.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ  <  (‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ ÒÍÓÓÒÚÂÈ ÌÂÔÛÒÚÓÈ). ÄÌ‡ÎËÁ

‚˚‡ÊÂÌËfl (6.8) ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÔË c ∈  ( , ) ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÙÓÏÛÎÂ (6.1), Ô‡‡ÏÂÚ

t1 x'( ) irγ1 C1 irγ1x'( )ch C2 irγ1x'( )sh+( ) ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÒÚ˚ı ÍÓÌÂÈ=

t1 irG1C2 ‚ ÒÎÛ˜‡Â Í‡ÚÌ˚ı ÍÓÌÂÈ=

t2 0( ) n x⋅ 0= irγ2G2C3=

C2 0, C3 0, C1 0= = =

M1 x'( ) irγ1x'( )sh irγ1x'( )ch

irγ1G1 irγ1x'( )ch irγ1G1 irγ1x'( )sh
=

T̃1 h1( ) irγ1h1( )sh– irγ1h1( )ch,( ), W̃2 irγ2G2– 1,( )= =

ω c
2γ1h1
-------------- iζ21( )arctg nπ+( ), n 0 1 2 …; ζ21, , ,

γ2G2

γ1G1
------------= = =

c1
T c2

T ck
T

Ek/ρk

c1
T c2

T

c1
T c2

T

c1
T c2

T

c1
T c2

T
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äËÒÚÓÙÙÂÎfl γ1 – ‰ÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸Ì˚È Ë ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚È, ÚÓ„‰‡ Í‡Í Ô‡‡ÏÂÚ γ2 – ÏÌËÏ˚È Ò
ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÏÌËÏÓÈ ˜‡ÒÚ¸˛. èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl γ1, γ2 ‚ ÙÓÏÛÎÛ (6.8), ÔÓÎÛ-

˜‡ÂÏ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚ ω. èÂ‰ÔÓÎ‡„‡fl ÚÂÔÂ¸, ˜ÚÓ c < , ÔÓ-

ÎÛ˜ËÏ

Ú.Â. ω < 0, ˜ÚÓ ÌÂ ‚ÓÁÏÓÊÌÓ. ó‡ÒÚ¸ Ä ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡. éÒÚ‡Î¸Ì˚Â ˜‡ÒÚË ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl ‚˚ÚÂÍ‡˛Ú
ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÁ ‚˚‡ÊÂÌËfl (6.8).

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 6.1. Ç ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‚ÓÎÌ ãfl‚‡, ÂÒÎË  > .

Ñ‚‡ ÓÚÓÚÓÔÌ˚ı ÒÎÓfl Ì‡ ÓÚÓÚÓÔÌÓÏ ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (ÔÓÒÚ˚Â ÍÓÌË). Ç
‰ÓÔÓÎÌÂÌËÂ Í ËÏÂ˛˘ËÏÒfl ‚‚Â‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl

àÌ‰ÂÍÒ˚ 1 Ë 2 ÓÚÌÓÒflÚÒfl Í ÒÎÓflÏ, ‡ ËÌ‰ÂÍÒ 3 – Í ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û. èÓÎÛ˜ËÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂ
‰Îfl ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ÔÂÂ‰‡ÚÓ˜Ì˚ı Ï‡ÚËˆ

(6.9)

Ç˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ‚ÂÍÚÓÓ‚  Ë  ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ÚÂÏË ÊÂ, ˜ÚÓ (6.7), ÌÓ Ò Ó˜Â‚Ë‰Ì˚Ï ËÁÏÂ-
ÌÂÌËÂÏ ËÌ‰ÂÍÒÓ‚. èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ‚˚‡ÊÂÌËÈ (6.9) ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (5.12) ‰‡ÂÚ ‡ÁÂ¯‡˛˘ÂÂ
Û‡‚ÌÂÌËÂ ‚ ‚Ë‰Â

(6.10)

Ç ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ÒÎÛ˜‡fl Û‡‚ÌÂÌËÂ (6.10), ‚ÓÓ·˘Â „Ó‚Ófl, ÌÂ‡ÁÂ¯ËÏÓ ÓÚ-
ÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ˜‡ÒÚÓÚ˚ ω. 

Ñ‚‡ ÓÚÓÚÓÔÌ˚ı ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Ò ÓÚÓÚÓÔÌ˚Ï ÒÎÓÂÏ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË. èËÌË-
Ï‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 3.1 ËÁ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌËfl 3.1, Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ ÒÎÛ˜‡È, ÔË‚Ó‰fl˘ËÈ
Í Í‡ÚÌ˚Ï ÍÓÌflÏ ‰Îfl ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚, ‰ÓÎÊÂÌ ·˚Ú¸ ËÒÍÎ˛˜ÂÌ ËÁ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËfl. Ç ÚÓ
ÊÂ ‚ÂÏfl, ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò Á‡ÏÂ˜‡ÌËÂÏ 6.1.Ä, Í‡ÚÌ˚Â ÍÓÌË ‚ Û‡‚ÌÂÌËË äËÒÚÓÙÙÂÎfl
‰Îfl ÓÚÓÚÓÔÌÓ„Ó ÒÎÓfl ‚ÓÁÌËÍ‡˛Ú ‚ ÚÓÏ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ Ù‡ÁÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸
ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ÒÓ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÈ Ó·˙ÂÏÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚, Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ Ô‡‡ÏÂÚ
äËÒÚÓÙÙÂÎfl γ2 ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÌÛÎÂ‚˚Ï. Ñ‡ÎÂÂ, ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËÈ, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ı
ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌÌ˚Ï ÔË ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Â ÔÂ‰ÎÓÊÂÌËfl 6.1, ÔËıÓ‰ËÏ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ÛÚ‚ÂÊ-
‰ÂÌË˛.

èÂ‰ÎÓÊÂÌËÂ 6.3. çÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‚ÓÎÌ ãfl‚‡ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ, Ó·‡ÁÓ‚‡ÌÌÓÈ ‰‚ÛÏfl ÓÚÓÚÓÔ-
Ì˚ÏË ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ÏË Ë ÓÚÓÚÓÔÌ˚Ï ÒÎÓÂÏ ÏÂÊ‰Û ÌËÏË, ÂÒÎË ‚ Û‡‚ÌÂÌËË äËÒ-
ÚÓÙÙÂÎfl ‰Îfl ÒÎÓfl ÔÓfl‚ÎflÂÚÒfl Í‡ÚÌ˚È ÍÓÂÌ¸.

c1
T

ω c
2 γ1 h1
----------------- ζ21arth–=

c1
T c2

T

ξk 2rγkhk, ζkl

γkGk

γlGl
-----------, k l, 1 2 3, ,= = =

M2 h2–( ) M2
1– h2( ) M1 h1–( )⋅ ⋅ a11 a12

a21 a22

=

a11 i ξ2

ξ1

2
----- ζ12 ξ2

ξ1

2
-----cossin+sincos 

  , a12– ξ2

ξ1

2
----- ζ12 ξ2

ξ1

2
-----sinsin–coscos= =

a21 = irγ2G2 ξ2

ξ1

2
----- ζ12 ξ2

ξ1

2
-----coscos–sinsin 

  , a22–  = rγ2G2 ξ2

ξ1

2
----- ζ12 ξ2

ξ1

2
-----sincos+cossin 

 

T̃1 W̃3

ξ2 ξ1 iζ32ζ12 ξ1sin+cos( )sin ξ2 iζ32 ξ1cos ζ12 ξ1sin–( )cos– 0=
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àÒÍÎ˛˜Ë‚ Í‡ÚÌ˚Â ÍÓÌË, ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÛ˜‡È ÔÓÒÚ˚ı ÍÓÌÂÈ ‚ Û‡‚ÌÂÌËË äËÒÚÓÙ-
ÙÂÎfl ‰Îfl ÒÎÓfl. èÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ ‚ Ó·ÓËı ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı ‚ÓÎÌ‡ Á‡ÚÛı‡ÂÚ ÔÓ
„ÎÛ·ËÌÂ, Á‡ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ‡Á˚ÒÍË‚‡Ú¸ Â¯ÂÌËÂ ÔË Ù‡ÁÓ‚˚ı ÒÍÓÓÒÚflı, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı
ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Û

(6.11)

„‰Â, ,  – ÒÍÓÓÒÚË Ó·˙ÂÏÌ˚ı „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓ ÔÓÎflËÁÓ‚‡ÌÌ˚ı ÔÓÔÂÂ˜Ì˚ı ‚ÓÎÌ,

‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËıÒfl ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ‚ÂÍÚÓ‡
n. ìÒÎÓ‚ËÂ (6.11) Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÌÛÎfl ÏÌËÏ˚ı ˜‡ÒÚÂÈ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ äËÒÚÓÙ-
ÙÂÎfl γ1, γ3. 

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 6.2. á‡ÚÛı‡ÌËÂ ÔÓ „ÎÛ·ËÌÂ ‚ “‚ÂıÌÂÏ” ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â (ÍÓ„‰‡ x' → +∞)
Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚÒfl ‚˚·ÓÓÏ γ1 Ò ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÏÌËÏÓÈ ˜‡ÒÚ¸˛.

èÂÂıÓ‰fl ‚ Û‡‚ÌÂÌËË (6.10) Í ÔÂ‰ÂÎÛ h1 → ∞ Ë Û˜ËÚ˚‚‡fl Á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 6.2, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ËÒ-
ÍÓÏÓÂ ‰ËÒÔÂÒËÓÌÌÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ‚ ‚Ë‰Â:

(6.12)

è‡‡ÏÂÚ m Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ˜‡ÒÚÓÚ ω, ÌËÊÂ ÓÌ ·Û‰ÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ fl‚ÌÓ.
é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÔË ζ12 = 0 (‚‡ÍÛÛÏ) ‰ËÒÔÂÒËÓÌÌÓÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ (6.12) ÔÂÂıÓ‰ËÚ ‚ ÒÓÓÚ-
ÌÓ¯ÂÌËÂ (6.8). 

èÂ‰ÎÓÊÂÌËÂ 6.4. Ä. Ç ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ‚ÓÎÌ‡ ãfl‚‡ ÏÓÊÂÚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÚ¸Òfl
‚ ÚÓÏ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡

(6.13)

Å. èË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ˜‡ÒÚÓÚÂ ω ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂ ·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚ÓÎÌ ãfl-
‚‡, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËıÒfl Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ÒÍÓÓÒÚflÏË ‚ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ (6.13).

Ç. èË ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË ‚ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ (6.13) (ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ÓÌ ÌÂ-
ÔÛÒÚÓÈ) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ò˜ÂÚÌÓÂ ˜ËÒÎÓ ‚ÓÎÌ ãfl‚‡, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛˘ËıÒfl Ò ‡ÁÎË˜Ì˚ÏË ˜‡ÒÚÓ-
Ú‡ÏË ω.

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. ÖÒÎË c > min( , ), ÚÓ ‚ÓÎÌ‡ ãfl‚‡ ÌÂ ÏÓÊÂÚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÚ¸Òfl,

ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÌÂ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËÂ Á‡ÚÛı‡ÌËfl ‚ ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ı. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ c

< min( , , ), ÚÓ„‰‡ ‚ÒÂ Ô‡‡ÏÂÚ˚ γk ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ˜ËÒÚÓ ÏÌËÏ˚ÏË:

(6.14)

èË ‚˚·ÓÂ ÁÌ‡ÍÓ‚ Û˜ÚÂÌÓ Á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 6.2. Ç‚Â‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÁÌ‡˜ÂÌËÈ (6.14) ‚ ‚˚‡ÊÂÌËÂ (6.12) ‰‡ÂÚ

(6.15)

çÓ ÔË ˝ÚÓÏ ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ω < 0, ˜ÚÓ ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ.

c min c1
T c3

T,( )<

c1
T c3

T

ω c
2γ2h2
-------------- i

ζ32 ζ12–

1 ζ12ζ32–
------------------------ 

 arctg nπ+ 
  , n m, m 1+ m 2 …,+,= =

c c2
T min c1

T c3
T,( ),( )∈

c1
T c3

T

c1
T c2

T c3
T

γ1 +i γ1 , γ2 i γ2 , γ3± i γ3–= = =

η±
ζ32 ζ12+

1 ζ32 ζ12±
------------------------------=

ω c
2 γ2 h2
----------------- η+arth–=
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éÒÚ‡ÂÚÒfl ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ ÔË Ù‡ÁÓ‚ÓÈ ÒÍÓÓÒÚË ‚ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ (6.13) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl
˜‡ÒÚÓÚ‡ ω ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì‡. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌ‡ Ô‡‡ÏÂÚ˚ γ1 Ë γ2 Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÂ‚ÓÏÛ Ë ÚÂÚ¸ÂÏÛ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏ (6.14), ‡ γ2 = ±|γ2|. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÔÂ‰˚‰Û-
˘ÂÏÛ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ

(6.16)

ñÂÎÓ˜ËÒÎÂÌÌ˚È Ô‡‡ÏÂÚ m ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl

(6.17)

Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛˘Â„Ó ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ω. ó‡ÒÚ¸ Ä ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡.
ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ˜‡ÒÚÂÈ Å Ë Ç ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËfl ‚˚ÚÂÍ‡ÂÚ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ ËÁ ÒÓÓÚÌÓ¯Â-

ÌËfl (6.16).

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ 6.1. ÇÓÎÌ‡ ãfl‚‡ ÌÂ ÏÓÊÂÚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌflÚ¸Òfl, ÂÒÎË  > min( , ).
á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 6.3. èÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ‚ ‡Á‰. 6 ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÏÓ„ÛÚ ÒÎÛÊËÚ¸ Ó·˙flÒÌÂÌËÂÏ ÔÓfl‚ÎÂÌËfl ‚˚ÒÓ-

ÍÓ˜‡ÒÚÓÚÌÓ„Ó ‚ÓÎÌÓ‚Ó‰‡ ‰Îfl ‚ÓÎÌ Ò ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÈ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÔÓÎflËÁ‡ˆËÂÈ, ‡ÒÔÓÒÚ‡Ìfl˛-
˘ËıÒfl ‚ ÒËÒÚÂÏÂ, ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛˘ÂÈ ÒÓ·ÓÈ ÓÚÓÚÓÔÌ˚È ÒÎÓÈ ÏÂÊ‰Û ÓÚÓÚÓÔÌ˚ÏË ÔÓÎÛÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚‡ÏË. 

Ä‚ÚÓ ·Î‡„Ó‰‡ËÚ Á‡ ÔÓ‰‰ÂÊÍÛ ì. å‡È„Â Ë à. ÑÊÂ‡Ì-å‡È„Â (î‡ÌˆËfl).

ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ êÓÒÒËÈÒÍÓ„Ó ÙÓÌ‰‡ ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ı
ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ (04-01-00781) Ë èÓ„‡ÏÏ˚ éÚ‰ÂÎÂÌËfl ˝ÌÂ„ÂÚËÍË, Ï‡ÚÂÏ‡ÚËÍË, ÏÂı‡ÌËÍË
Ë ÔÓ·ÎÂÏ ÛÔ‡‚ÎÂÌËfl êÄç “ëÚÛÍÚÛÌ‡fl ÏÂı‡ÌËÍ‡ Ï‡ÚÂË‡ÎÓ‚ Ë ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚ ÍÓÌÒÚÛÍ-
ˆËÈ. ÇÁ‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ Ì‡ÌÓ-ÏËÍÓ-ÏÂÁÓ-Ï‡ÍÓ Ï‡Ò¯Ú‡·Ó‚”. 
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